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REFERENCIAL TEORICO



Corpo dos Reais (R)

(R2, +, *) é um Espaco vetorial Real de dimensao dois. Representagdo Geométrica
R? munidos com essas operacdes é um Corpo.

E nesse espaco que temos o plano cartesiano e tratamos dos
pontos e vetores.

P = (a,b) v = (a.b).

Definidas as operacdes como:

Soma (+): (a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)
multiplicacdo (*)por um escalar: B(a,b) = (Ba, Bb)

(0,0) elemento neutro da soma:
(a,b) +(0,0) = (a,b)

(1,0) elemento neutro da multiplicacdo por um escalar:

B+(1,0)=(B,0)=p

Multiplicacao dois vetores:
(a,b) = (c,d) = ac + bd, ou seja um escalar

(1,0) * (0,1) = 1.0 + 0.1 = 0 —> esses vetores sdo L. 1
w.v = |ul.|¥|.cos8, u.v =0 - 8 = 90° t=u*v=0—ulw




Corpo dos Complexos (C)

Os C e 0 R? s3o conjuntos iguais com mesmo Espaco Vetorial. Representamos (geometricamente)
os complexos por um par ordenado z = (a, b). Contudo, apesar de a, b serem reais, definimos que
a é a parte Real de z » Re(z) e b parte Imaginaria de z —» Im(z), e para representa-los
geometricamente usamos o Plano Argand-Gauss. (veremos adiante)

Definidas as operacdes como:

Soma (+): (a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)

Multiplicagdo (*): (a, b) * (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

multiplicacao por um escalar B: B(a,b) = (Ba, b)

(0,0) elemento neutro da soma: (a,b) + (0,0) = (a+ 0,b + 0) = (a, b)

(1,0) elemento neutro da multiplicacio: (a,b) * (1,0) = (a.1 —b.0,a.0 + b.1) = (a, b)
Aplicando a definicdo de multiplicacdo no par (0,1), temos (0,1) * (0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (-1,0) = —1

Euler adotou i = v—1, ou seja, o par ordenado (0,1) como i, logo i* = —1

Pelo apresentado acima, temos z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + b.(0,1) » z = a + bi
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Modulo e distancia entre dois numeros no Corpo dos Reais

lal =ae|—a|l=a
d(x'y) — |x_y|

Modulo (Distancia entre dois pontos) no (R?, +, *) 0 Espaco vetorial Real
de dimensao dois.

Dados os A = (a,b) e B = (¢,d) o Mddulo (Distancia entre dois pontos) é
dado por:

d(AB) = +/(c — a)?+(d — b)?

Como o Espaco vetorial Real (R?, +, ) de dimensdo dois é o Corpo dos C,
vamos aplicarem z = (a, b)

|z| = distancia do afixo de z até a origem —
lz] =/ (a = 0)*+(b - 0)?

Sendo z = a + bi a sua forma algébrica

/]




Vamos usarz = (x,y) e |z| = /x? + y?, pois facilita relacionar com GA.

Generalizando

[ magindrio

&

|zI* = (x = 0)* + (y — 0)°

i

Real

Circunferéncia de C(0,0) e r = Izl

Imagindrio

z = (lzl.cost), Izl.send)

“A fizo ou imagem de z

—--Y - Argumento de z — arg(z)

Se Izl = 1, teremos

o circulo trigonomgtrico




Os numeros complexos, quando tratamos de seu mddulo, podem gerar diversos lugares geométricos
(conjunto de pontos de um plano que gozam de uma determinada propriedade)

Imaginario

lx+vyi|=5—=x?+yi=5
eq3: x2 i+ y2 =25

x4+ 1)+ (v +Dil=vVI0 = J(x+ 12+ (y+1)? =10

2 =

2+ 1) + (2 + Dil =10 = (2 + D2 + (2 + 1)? =10
eql: (x2+ 1)2+_(!y2+ 12=10




POSSIVEIS APLICACOES DA TEORIA



Sejam a e k constantes reais, sendoa > 0e 0 < k < 1. de todos os numeros complexos z que
satisfazem a relacdo |z — ai| < ak, qual é o de menor argumento.

z=x+yi>|x+yi—ai|<ak=|x+ @y —a)i| <ak = Jx2+ (y — a)? < ak =

x%2 + (y — a)?< (ak)?

Essa relacdo representa a area de um circulo de centro C(0,a) er = ak
Perceba que para termos o menor argumento a reta suporte do médulo de z tem
gue ser tangente a circunferéncia.

Bl X+ (y- 2 = 1 Portanto, temos um triangulo retangulo AZC com AC = a; ZC = ak e queremos
achar x e y, que correspondem a altura e projecao do cateto AZ, do triangulo.
:. J'II' Aplicando Pitagoras, temos AZ? + ZC? = AC? = AZ? + (ak)? = a?
) AZ? = a? — (ak)? = a’(1 — k?) » AZ = aV1 — k2.

Usando as relacdes métricas no triangulo retangulo, temos

x.a=ak.AZ = x =k.a\y1—k? = x = aky(1 —k?)

AZ? =ya=>a*(1-k?)=ya=>y=a(l-k?

Entdo, o complexo procurado é

., - - . z = ak (1 —k2) + a(1l — k?)i

Il.r-' TICRT (A d i rifer

-

Lvger B ] ,/2

Verificando em nosso caso particular

z=2(%) <1—(%)2>+2<1—(%)2>i:>z=§+;i



8. Determine os valores maximos e minimos de |z — 4|, sabendo-se que |z + 3i| < 1.

Inicialmente, diremos que pretendemos encontrar os complexos w, tais que |z — 4| = w,
atenda a condicao do exercicio.

Sez=x+yi segueque |[x+yi+3i|<1-|x+(y+3)i|<1->x2+ (¥ +3)2<1->x2+(y+3)°<1le
z—4l=wolx+yi—4l=w-o |(x—4) +yil=w-o(x —4)2+y2 =w > (x — 4)2+y? = w?

1

circunferéncias com centroem B e C.

r=1de AC.
Chega-seaw, =4ew; =6

Entdo a inequacdo x? + (y + 3)2S 1, representa os numeros complexos que
formam o circulo de C(0,—3)er =1e a equagdo (x —4)’+y?=w
representa uma circunferéncia de B(4,0)e r = w. Vendo, geometricamente,
essa situacdao, temos o esbog¢o ao lado, onde BT; = w; e BT, = w,, pois o
minimo e o maximo procurados, sao os pontos de tangéncia das

Pelo triangulo retangulo formado pela origem e os pontos B e C, temos que
BC = 5. Logo, para encontrarmos o wy e w,, basta somarmos e subtrairmos o



3 :
Dado o nimero complexo z = N + \/_yl — \/—_ — \/—_l e sabendo que |z| = V6, determine o

lugar geométrico que contém todos os numeros z e as equacoes das retas neste plano
Argand-Gauss que passam pela a origem e sao tangentes a esse lugar geométrico.

Primeiro vamos achas o Re(z) e o Im(z)

S x4+ - i, fazendo as racionalizacdes ficamos com v3x — 2/3 + \/Eyi — 3+/2i, logo

B RV BTG

2 =3(x — 2) + V2(y — 3)i > [V3(x — 2) + V2(y — 3)i| = V6 > \/[\/§(x —2]" + V2 - 3)]" =

(x-2)% | (y—3)?
- 2 T 3

=1

3.(x — 2)%+2.(y — 3)%=

O lugar geométrico procurado é uma elipse de centro (2,3) eixo maior /3, paralelo ao eixo imaginario, e eixo menor /2.

Agora, vamos encontrar as equacoes das retas neste plano Argand-Gauss que passam pela a origem e sao tangentes a esse
lugar geométrico.
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Retas que passam pela origem (0,0), aplicando y — y, = m. (x — x;)
y—0=m.(x—0) >y =mx

Nos pontos de tangéncia temos que os y da elipse e da reta sdo iguais, logo,
substituindo o y da reta na parabola, temos:

3.(x —2)*°+2.(mx —3)’=6 > 3x2 — 12x + 12 + 2m?*x? — 12mx + 18 = 6 >
(3+2m?)x? + (=12 — 12m)x + 24 = 0 - para ter uma solucio A= 0

b? —4ac=0- (12— 12m)?> —4(3+2m?)24 =0 -

144(1 +m)? —96(3+2m?) =0-3(1+m)* —2(3B3+2m?) =0 -
m?—6m+3=0

Resolvendo, encontra-se m; = 3 —vV6em, = 3 +6
Logo:

y1=0B-V6)x e y,=(3+V6)x



Explorando um pouco mais nosso exercicio, vamos agora determinar o valor minimo de |z — 3i]|
a) z pertencente ao lugar geométrico encontrado; e

b) Em relacdo a reta de menor argumento.

1inario

a) lz=3i|l=r->lx+yi-3il=w-o|x+ @y —-3i|l=w->
JOZ+(y —3)2=w - x? + (y — 3)?= r2. Representa uma
circunferéncia de Centro (0,3)e raio = r

Como o Centro faz parte da reta suporte do eixo menor da elipse, o valor
minimo é a parte real do complexo B, que é igual a parte de real de C subtraido

de V2, portando a distancia minima sera r = 2 — /2.

b) Reta menor argumento y; = (3 — \/g)x - (3 = \/E)x —y=0
axog+byg+c

Desejamos encontrar a distancia dcentro,y,) = Zip2
i a

(V6—3).0-13+0

\/(\/5— 3)2+12
_3 1 3
J16 — 6v6| 16 — 6v6

d(Centro,yl) =

d(Centro,yl) =
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