TRABALHANDO TRIGONOMETRIA E COMPLEXOS

Da trigonometria vamos lembrar que
sen(2a) = 2.sen a.cosa
cos(2a) = cos?a — sen’a

De onde podemos assimilar da seguinte forma

6 7]
sen @ = 2.sen (E).cos (—)

0 0
cos 8 = cos? (—) — sen? (—)

N

Assim temos que

1+cisf@ =1+cosO +isenb
Assim podemos ter

0 = cos? (5) = sen? (5) = cos? (5) = (1= cos? (3) ) = 20057 (3) - 1
cos 6 = cos* (o | —sen® () = cos® (5 cos* |5 ) | = 2cos® (5
0
1+C050=2C052<E)
Logo

0 0
14+cis@=1+cosf@+ isenb = 2cos? (—) + 2isen (—) cos (—) =
0 0 6 2 2
26052(7) 2sen (7) cos(f)

e = 20 () (o (2] e (9) - 20 (3) (= ()
Lvans = 2() (o= ()

N




De forma analoga

1—cisf@=1-—cosO —isenb
Onde agora faremos

cos 8 = cos? (9) — sen? (9) =1 —sen? (9) — sen? (g) =1 — 2sen? (9)
B 2 2) 2 2) 2

0
1 — cos 8 = 2sen? (E)

Assim

. . 0 . 0 0
1—cisd=1—cosf— isen = 2sen? (E) — 2isen (E) cos (E) =
Zsenz(g) 2sen (g) cos(g)

1—cis 6 = 2sen (g) (Se“ (g) T eos @))

Vamos multiplicar a equag@o por (—i).i = 1 e assim ndo se alterara

1 cis0 = 25en(3) (sen §) —eos (3)). -1
1—cis 0 = 2sen (g) (=D). <sen (g) — icos (g)) (D)
0= twn(2) ()~ (2)
-0 2tun(2) (Y o (2)
t-cts0 = <atsen(5). (s 5))



Vamos calcular sen (n@) e cos(n@) a partir da nog@o de bindmio de Newton e da 1?
formula de Moovrie.

Sendo z um complexo de médulo unitario temos que z = cos 8 + isen 0

Assim vamos elevar ao cubo de um lado da igualdade por produtos notaveis e do outro
lado da igualdade pela 1* formula de Moovrie.

(cos @ + isen )3 = (cos 6 + isen 6)3
cos 30 + isen 30 = cos30 + 3.cos%0.isen O + 3.i%.sen?H.cos 0 + i3.sen30
cos 30 + isen 30 = cos30 + 3icos?0.sen O — 3sen?H.cos O — isen30
cos 30 + isen 30 = (cos30 — 3sen?0.cos ) + i(3cos?0.sen O — sen38)

{cos 30 = cos30 — 3sen?6.cos 6
sen 30 = 3cos?%0.sen 0 — sen30

cos 30 = cos30 — 3sen?6.cos @ = cos 0 (cos?6 — 3sen?8)
cos 30 = cos 0 (1 — sen?0 — 3sen?8) = cos O (1 — 4sen?0)

sen 30 = 3cos?0.sen 8 — sen30 = sen B(3cos?0 — sen?0)
sen 30 = sen 6(3cos?6 — (1 — cos?6)) = sen 0(4cos?6 — 1)

RAIZES N-ESIMAS DA UNIDADE

Ao fazermos z™ — 1 = 0 estamos encontrando todas as raizes complexas da unidade.

2km
z”—1=0=>z”=1=>z"=cis(0+2k7r)=>z=cis<7)

Assimparak =0,1,,...,(n — 1) teremos as raizes
{1, cis (27") ,CILS (47”) ) we, CIS (@) }

Como sabemos essas raizes n-¢simas formam um poligono regular de n lados no plano
de Argand-Gauss.



Da fatoracdo de polindmios temos

P(x) =alx —x)(x —x3) .. (x —x5)

Onde {x;, x5, ..., X, } sdo as raizes de P(x) e onde a é o coeficiente do mondmio de
maior grau.

De forma analoga teremos

=12 o (s (2 e (20 (e (22525

, . . 21 . 41 . 2(n—-1)m ~ ,
Ja que vimos que {1, cis (?) ,CIS (7) , e, CIS (%) } sdo as raizes de z™ — 1.

Da soma dos termos de uma P.G. finita temos

1.(z"—-1)

1+z+z2 4+ +2z2"1=
z—1

=SE"-1D)=z-1DA+z+z*+-+2"1) U

Por assimilacdo de (I) e (II) teremos

<z —cis (%)) <z —cis (%)) e (z — cis <w>> =(1+z+z%2+--+2z"1)

Temos entdo as raizes da unidade {1, w, w?, ..., w™ 1}, assim

|(z—W).(z—wz).....(z—w"‘l) =(1+z+z%+ '--+Z"'1)|

E das relagdes de Girard para z" — 1 temos que a soma das raizes do polindmio tem de
ser igual a 0, assim

1+ w+ w2+ ..+ w'1=0|




EXERCICIOS

|z|-iz

1. Mostreque Re ( ) = (, para qualquer z complexo.

|z|+iz
2. (ITA) Mostre que para todo z complexo de médulo unitario vale:

(=)=t (57

3.(ITA) Se0 < a < 27 éoargumento de um niimero complexo z, ndo nulo, e . é um niimero natural tal

n
que(i) = i. sen(na) entdo mostre que 2na — 1 ¢ multiplode 2.

|z

4. Sejano plano cartesiano o quadrado ABCD de vértices A (1, — 1) eC (3, 5). Encontre as coordenadas
do vértice B.

5. Seja no plano cartesiano o hexagono regular ABCDEF de vértices 4 (2, 1) e B(3, 3). Encontre as
coordenadas do vértice E.
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