Determinantes de matrizes
grandes e o teorema de Jacobi

Para além do Teorema de Laplace

Uma aula do
Prof. Leandro Linhares
(o Tio Linha)
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Estamos acostumados a ver o determinante como
uma “conta pronta” apenas para matrizesdeordem1 X 1,2 X2o0u3 X 3...

det(aq) = +a4

a, Aa,
det (bl bZ) — +a1b2 o a2b1

a, da; as
det (bl bZ b3> — +a1b2C3 ~+ a2b3c1 ~+ a3b1C2 — a1b3C2 — a2b1C3 — a3b2C1
€1 C2 C3
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De ordem 4 X 4 para cima somos apresentados a teoremas como Laplace e Chié...

Esses teoremas reduzem a ordem da matriz, ou seja, calculam o determinante da matriz
de ordem grande através de determinantes de matrizes de ordem menor...

Mas afinal, quem é o determinante da matriz grande?
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O determinante de uma matriz n X n € uma soma de n! parcelas.

Cada parcela é formada por:

1) Um sinal algébrico (4+ ou —);

2) Um produto de n elementos da matriz, escolhidos de maneira
gue haja exatamente um de cada linha e um de cada coluna.

Existem n! maneiras diferentes de se escolher n elementos da matriz com
a restricao de que haja exatamente um de cada linha e um de cada coluna...

Para cada uma dessas formas diferentes possiveis de se escolher
esses N elementos temos uma parcela no determinante!



Por exemplo, um determinante 4 X 4 tem um total de 4! = 24 parcelas:

f+a1bzc3d4

a; QA a3 Qu +a1b3C4d2

det by b, bz by _y +a,b,scyds
€1 C2 C3 (4 +a;bqc, ds

dy d, d3 d, +aybscqdy
\+a2b4c3d1

+a3b1C2 d4_
+a3b2c4d1
+a3b4C1d2
+a4b1c3 dz
+a4b2C1d3
+Cl4_b3C2 d1

—aibyc,ud;
—aibzcydy
—aibycsd;
—azbic3dy
—ayzbzc,ady
—azbycqd;

—azbicud,
—azb;cqd,
—azbycydy
—aybqcyd;
—aybyc3d,
—aybscqid;

Encontrar quais sao as n! maneiras de se escolher n elementos da matriz, com
exatamente um de cada linha e um de cada coluna, nao é dificil...

O grande problema esta no SINAL ALGEBRICO!
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As parcelas foram apresentadas com as linhas ordenadas (letras em ordem alfabética) e as
colunas embaralhadas (indices numéricos). Vamos entao aliviar a notacao:

f+a1b2c3d4 +a3b1C2d4_ —a1b2C4d3 —a3b1c4d2

ai ap; az Aau +a1b3c4d2 +a3b2C4d1 —a1b3C2d4 —a3b2c1d4

det b1 bz b3 b4. _y +a1b4c2d3 +a3b4C1d2 —a1b4C3d2 —a3b4c2d1
€1 C2 (€3 (4 +a2b1C4d3 +a4b1C3d2 —a2b1C3d4 —a4b1c2d3

dl dZ d3 d4- +a2b3C1d4 +a4b2C1d3 —a2b3C4d1 —a4b2c3d1
\+a2b4c3d1 +a4b3C2d1 —a2b4C1d3 —a4b3C1d2

(+1234 +3124 —-1243 —3142

a, a; az au +1342 +3241 -1324 -3214
Ldet| Pt Pz B3 Do) )+1423 43412 1432 3421
Ci €2 C3 C4 42143 +4132 -2134 —-4123

di dy d; dy +2314 +4213 -2341 -—-4231

| +2431 +4321 -2413 -4312

Para cada permutacao dos digitos de 1 a n atribuimos um sinal algébrico. Como funciona isso?
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Vamos definir uma PERMUTACAO como uma FUNCAO BIJETORA,
a qual chamaremos de o.

O dominio e o contra-dominio dessa funcao sao o conjunto dos naturais de 1 a n.

Escrevemos, por exemplo, para a permutacao 2431.:

(0(1) = 2
/1 2 3 4 o(2) =4
"_(2 4 3 1)_”0(3)=3
LO’(4-)=1

Seja s(o) a quantidade de pares ordenados (a; b), com a < b, tais que o(a) > o(b).

Se s(o) for PAR, entdo o sinal algébrico é POSITIVO.
Se s(o) for IMPAR, entdo o sinal algébrico é NEGATIVO.
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Novamente no exemplo da permutacao 2431...

_ (1 20

2 4 3 1

Os pares ordenados (a; b), com a < b, tais que o(a) > o(b) sdo
1,4) ; 2,3); (2,49 ; 34

Note...

G GG G

Entdo s(o) = 4, que é par, logo atribuimos o sinal POSITIVO a permutacdo 2431.
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Na pratica funciona assim...

A chamada PERMUTACAO IDENTIDADE (@;4) atribuimos sempre
o sinal POSITIVO, pois s(o) = 0 para qualquer n.

Exemplo de permutacgao identidade: ;45 = (1 > 4)

1 2 3 4

Note que ela representa
O PRODUTO DOS ELEMENTOS DA DIAGONAL PRINCIPAL DA MATRIZ!



ﬁrT: i { fr"' —
i el N

CURITIEBA

Para as outras permutacoes (diferentes da identidade) contabilizamos quantas trocas
entre vizinhos foram necessarias para se chegar naquela permutacao, partindo-se da
identidade.

Se esse numero de trocas for par, entao o sinal é positivo. Se for impar, negativo.

Ex.:1£34—>2£34—>23£1—>2?£1—>2431

Quatro trocas, logo 2431 é positivo!



Trocar dois elementos NAO VIZINHOS pode ser usado também...
Afinal, se existem p elementos entre os dois que se deseja trocar

(p = 0 para vizinhos)
troca-los diretamente € o mesmo que realizar 2p + 1 trocas entre vizinhos.

Ex.: 1 troca direta do tipo
&2345 — 52341
equivale a 7 trocas de vizinhos

1234\:5—)12334—>12334—)L5234—>5l334—>52£34—>523&1%52341
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Arvore do Tio Linha

+1234
-1243
+1423

+123

-4123 >>> -41235

-1324 +41253

+1342 -41523

A e 1432 +45123

+4132 -54123

+3124
-3142
+3412
-4312
-2134

+312

+1

+2143 >>> +21435

— -2413 -21453

+4213 +21543

+2314 -25143

-2341 +52143

-21 +231 12431

-4231
-3214
+3241
-3421
+4321

-321




Lema 1) Quebra de Fila em Parcelas.

Se A, B e C sao matrizes n X n tais que:
linha(i; A) = linha(i; B) = linha(i; C) ,
linha(i; A) = linha(i; B) + linha(i; C) ,

ou (mutuamente excludente)
coluna(j; A) = coluna(j; B) = coluna(j; C) |,
coluna(j; A) = coluna(j; B) + coluna(j;C) |,

Entao
detA = detB + det(C

se [ # I
se [ =1

se J#Jo
se j=Jo



!

det(

X1t Y1
a
d

X2 +Y2
b
e

_ +x1bf + x3cd + x3ae
- —xqyce — x,af — x3bd

X1
= det< a

Intuicao da demonstracao (do Lema 1):

X3+ Y3
C

f

d

|

e

_ +(x1 +y1)bf + (x2 + y2)ed + (x3 + y3)ae _
—(x1 + y1)ce — (xz + y2)af — (x3 + y3)bd

+y1bf + y,cd + yzae
—yice —yaf — ys3bd

X2 X3 Y1 Y2 Y3
b C)+det(a b c)

f d e f
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f
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X1 tY1
a
d

X2 Tt Y2
b
e

Ou seja
X3+ Y3 X1 X2
C > ; B:(d b
f d e

— detA4 = det B + detC

X3
C

f

) o

Y1
a

d

Y2
b

e

Y3
C

f

|



Lema 2) Multiplicacao de Fila por Escalar.

Seja k € R.Se A e B sao matrizes n X n tais que
linha(i; B) = linha(i;A4) , se i+ i
linha(i; B) = k - linha(i; A) , se i =i

ou (mutuamente excludente)
coluna(j; B) = coluna(j;A4) , se j#jo
coluna(j; B) = k - coluna(j; 4) , se j=Jo

entao
detB = kdetA



Intuicao da demonstracao do Lema 2:

aq kaz as
b, kb, bs
Cq kCZ C3

_ +aikbjc3 + kazbscq + azbikey,
d —albgkCZ - ka2b1c3 - a3kb2C1 g

= k(+aybyc3 + azbzcy + azbic; — ajbzc; — azbic3 — azbsycq) =

a; da; as

=k-|by by, bj
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Ex. do Lema 2:

Sabendo que

é imediato que

det(

1 2 0
5 -3 6>=11

4 -9 7

3 6 0 1 -2 0
det(S —3 6) =33 ; det(S 3 6)

4 -9 7

—

linha(1;B)=3-linha(1;4)

~\4 9 7/
coluna(2;B)=- coluna(2;4)

)

etc...



Aplicacao do Lema 2: Colocar valores em evidéncia em uma fila

3 6 0 1 2 0
5 -3 6/|=3|5 -3 6
4 -9 7 4 -9 7

Pelo Lema 2 os papéis de “A4 e B” sao distribuidos como abaixo:

3 6 0 1 2 0
5 -3 6/=3:|5 -3 6
4 -9 7 l4 -9 7

- -

B A
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Lema 3) Linhas iguais
Se em uma matriz A nés temos, para i1 # iy:

linha(i{; A) = linha(iy; A)
entao

det4A =0
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Ex. do Lema 3:

POIS

T V2
1 3 |=0
T V2

det

_ O =

linha(1;4) = linha(3; 4)



a, a

by b;
det ¢, ¢

dq
+a1b4c2d3
—azb,scqd3
+a2b3C1d4

—aybsc,dy

Intuicao da demonstracao do Lema 3:

Supondo a linha(1; A) = linha(3; 4), ou seja, a; = c;...

(elementos de mesma cor sao iguais entre si)

+a1b2c3d4
—azbycqd,
+a3b4C1d2
—a1b4c3d2

r‘|‘Cl1bz(,'3d4_
+a1b3 C4_d2
+a1b4C2d3
+a, b1C4_d3
+a, b3C1d4

k+a2 b4_C3d1

+a3b1C2d4
+a3b2c4d1
+a3b4c1d2
+a4b1c3d2
+a4b2C1d3
+a4b3c2d1

—aibyc,d;
—aibzc,d,
—aibycsd;
—azbqc3d,
—azbzc,dy
—azbycqd;

—azbqc,d;
—azbycqid,
—azbycydy
—aybqcyd;
—aybyc3dy
—aybzcqid;

+a1b3 C4d2
—aybsc1d;
+a4b2 C1d3
—a1b2C4d3

+a2b4c3d1
—azbyc,ydq
+a3b1C2d4
—a2b1c3d4

+a2b1c4d3
—aybqcyd;
+a4b3 Co d1
—a2b3 C4d1

+a3b2 C4_d1
—aybyc3dy
+a4b1C3d2
—a3b1(:4d2
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Corolario dos Lemas 2 e 3: Linhas proporcionais

Seja k € R. Se em uma matriz A nés temos, para iq # iy:
linha(i{; A) = k - linha(i,; A)

entao

det4A =0
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Intuicao da demonstracao do Corolario dos Lemas 2 e 3:

a b C a b c
d e f| = k-ld e f = 0
ka kb kclLema2 a b cllema3
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Combinacao Linear
Dados os vetores Vq; Vy; ...} Un
e 0s escalares reais X1; X5; ...; X5, (coeficientes)

chamamos de COMBINACAO LINEAR desses vetores
aquele (vetor) obtido do seguinte modo:

CL(V1;V3; ...; V) = X171 + X2VU3 + - + XUy
Exemplo:
(7;8;,9) =2-(4;5;6) — (1;2;3)

logo (7; 8;9) é COMBINACAO LINEAR dos vetores (4;5;6) e (1;2; 3),
com coeficientes respectivamente iguaisa 2 e —1
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Teorema de Jacobi (para linhas)
A e B sao matrizes tais que:

Para i # iy temos
linha(i; B) = linha(i; A)

Parai = iy temos
linha(i; B) = linha(i; A) + CL(outras linhas de A)

Sendo assim, entao
detB = det4

Obs.: Essa combinacao linear das outras linhas de A pode ser QUALQUER,
Ou Sseja, nao importa quais sejam os coeficientes escolhidos.
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Exemplo do Jacobi (para linhas):

1 2 3 1 2 3
det (4 5 6) = det (4 5 6 )
1 1 1 8 9 10

(8;9;10) = (1;1;1) + (7;8;9)

POIS

£8; 9: 102 = £1; 1; 12:(1; 2;3)+2-(4;5; 62
linha'(3 :B) linhz{(B;A) CL(outras linhas de A)




Intuicao da demonstracao (do Jacobi para linhas):
a, +xby +ycqy ay; + xby; + yc,
A= det b4 b,
C1 C2
pelo Lema 1 temos que
a; a, as xby xb, xb;
A= det (bl b, bg) +det| by b, bs
ci Cp C3 Cq Ccy C3
pelo Corolario dos Lemas 2 e 3 temos que

det b1 bz b3 bl

as; + xbsz + yc3

b3

€3

yc1 JYC2
+ det( by b,

C1 C2

b, bj

xby xb, xb; yci1 YCz YC3
=det< )=O

c1 €y C3 €1

a; a, das
A= det<b1 b, b3>

Ci C2 (3

logo

C2 C3

yC3
b3
C3

|
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Aplicacao do Jacobi: Escalonamento

5

2 3|Lh=Ly-4L, |1 2 3 |Li=L3+21, |1 2 3 |Li=L3+3l |1 2 3
5 6 = 0 -3 -6 = 0 -3 -6 = 0 -3 -6/=3
1 3 -2 1 3 0 5 9 0 0 -1
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(ITA-1971)
Qual o resto da divisao por 3 do determinante

4 1 3 —6
3-4) (6-1) (-3—-5) (9+6)
5 1 2 3
4 1 2 S

a)0 b)3 «¢)7 d)1 e)n.d.ra.
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Solucao (do exercicio ITA-71):

4 1 —6 4 1 3 -6
3-4) (6-1) (-3-5) (9+6)[_|-4 -1 -3 6|,
5 1 3 5 1 2 3
4 1 5 14 1 2 5]

=0 pelo Corolario
4 1 3 —6 4 1 3
3-4) (6-1) (-3-5) 9+6) [3 6 -5
5 1 2 3 | |51 2
4 1 2 5 4 1 2

_— U1 W s
— e OV

I
1w o 5

N DN

I
1w o 5
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As unicas duas parcelas que s6 vao pegar elementos nao multiplos de 3 serao:

4 1 3 -6 4 1 3 -6
3 6 -5 9 o 3 6 -5 9
5 1 2 3 5 1 2 3
4 1 2 5 4 1 2 5

Todas as outras 22 parcelas terao algum elemento multiplo de 3...
Oproduto4:-1-(—5):-5=—-100vem de —a1b3c,d,, logo entra como +100.
Oproduto5-1:(—5)-5 = —125vem de +a,bzc1d,, logo entra como —125.

Como 100 — 125 = —25 é congruente a 2 no mddulo 3, entdao o determinante
também sera congruente a 2 no modulo 3.

ALTERNATIVA E



'''''''

||||

Obs.:

4 1 3 —6
3-4) (6-1) (-3—-5) (9+6)
5 1 2 3

4 1 2 5

—250=3-(—84) +2
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Determinante da Matri



det bl bZ b3 — +a1b2C3 + a2b3c1 ~+ Cl3b1C2 a a1b3C2 s a2b1C3 — a3b2C1

det bl bZ b3 ==k a1b2C3 + Clazbg + b1c2a3 — a1C2b3 — b1a2C3 — C1b2a3
~————— _— ~ - — ~ " — ~—————— ~———————
C1 C2 C3 123 312 231 132 213 321




det

det

—

f+a1b2(:3 d4_
+a1b3C4d2
+a1b4C2 d3
+a, b1C4d3
+a, b3C1d4

\+a2 b4_C3 dl

r'|‘Cllbzf,'3d4_
+a1d2b3c4
+a1C2d3b4
+b1a2d3c4
+c1a2b3d4

k+d1a2C3b4

+a3b1c2d4
+a3b2c4d1
+a3b4C1d2
+a4b1C3d2
+a4b2c1d3
+a4b3c2d1

+b1C2 asj d4_
+d1b2 a3C,y
+C1d2a3b4
+b1d2 C304
+C1b2 d3a4
+d1c2b3a4

—aibyc,ud;
—ajbszcydy
—ajbyc3d,
—azbqc3dy
—azbscydq
—azbycqd;

—aib,dzcy
—a1Cb3dy
—aid;c3by
—biazcsdy
—djazb3cy
—C1azd3by

—azbqcud,
—azb,c,1dy
—azb,cydq
—aybqcyds
—aybyc3dq
—aybscid;

—b1dzazc,
—c1byazd,
—djczazb,
—bqcdza,
—d1bjc3a,
—c1dbzay



r‘|‘Cllbz(f3d4
1234
+a1d2b3C4
T 1423
+a1c2d3b4
T 1332
+b1a2d3C4_
T 2143
+C1a2b3d4
T 3124
+511a2(:3b%

L 4132

+b1C2a3d4_
T 2314
+d1b2a304
T 4213
+c1d2a3b4
T 3412
+b1d2C3a4
T 2431
+c1b2d3a4
T 3241
+d1C2b3a4
T 4321

—a1b2d3c4 —b1d2a3C4

1243 2413
—a1C2b3d4 —c1b2a3d4
T 1324 T 3214
—a1d2C3b4 —d1c2a3b4
T 1432 T 4312
—b1a2C3d4 —b1c2d3a4
T 2134 T 2311
—d1a2b3C4 —d1b2C3a4
T 4123 T 4231
—c1a2d3b4 —c1d2b3a4
T 3142 T 3421



(6(1) = 2
(123 4_Je@=4 _ ;1 2 3 4 _
”_(2 4 3 1) 16(3) = 3 g _(4 1 3 2) <
LG(4):1

A permutacao inversa sempre tem o mesmo sinal da permutacao original!

(671(1) = 4
o 1(2)=1
g 1(3)=3
o7 1(4) =2
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Por isso
o Lema 3,
o Corolario e

o Teorema de Jacobi,

qgue foram enunciados para LINHAS,

também funcionam para COLUNAS!



Espero que tenham gostado!
facebook.com/tiolinha
instagram.com/tiolinha

facebook.com/elitecuritiba

cursoelite.com.br



