Colégio Paulo VI Matematica A

FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Colégio Matematica A
PauloVl 10° ano

PRE-REQUISITOS

Definicao 1. Chama-se de fung¢do quadrdtica (9° ano) toda funcio que pertence & familia de fungodes
f(z) = ax?, com a € R\ {0}.

Figura 1

Teorema 1. Seja f uma fungdo real de varidvel real. A representacao grifica da fungio g (xz) = f(x — h) +k,

com h,k € R, corresponde & transla¢io de vetor (h; k) de cada ponto do grifico de f.
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Figura 2

Definicao 2. Seja f uma funcdo real de varidvel real e p,q € Dy com p < q.

fle)=f) _ fb) = fla)

c—b b—a

e Diz-se que [ tem a concavidade voltada para cima em |p;q| se, e somente se, ,

Ya,b,c € p;q[, com a < b < c.

fle)—r®) _ f)—=f(a)

e Diz-se que f tem a concavidade voltada para baixo em |p; [ se, e somente se, b < b ,
c— —a
Ya,b,c € p;q[, coma < b < c.
yt 4
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Figura 3

FUNCOES QUADRATICAS

Definigao 3. Chama-se de funcdo quadrdtica toda funcio que pertence a familia de funcées f (z) = ax? + bx + c,
com a € R\ {0} eb,ceR.
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Teorema 2. Toda funcdo f quadrdtica da forma f (x) = ax®+bx-+c pode ser escrita na forma f (x) = a (v — h)2 + k,

A
comh:—i,k‘:—— e A = b? — 4ac.
2a 4a

Demonstragdo. Desenvolvendo f (z) = a (x — h)? + k, temos:
fx) = a(w—h)2+k
= a(a:QtherhQ)Jrk
= ax? — 2ahx +ah?® +k
Assim, para que az? + bz + ¢ = az? — 2ahx + ah® + k devemos ter:

a=a L b
b= —2ah & T 2
c=ah®>+k k=c—ah?
b
h:_27
VN a b2
kca(>
2a
b
h=——
N 2ab2
k=c——
b4a
h=-2
a
g _4ac—b2
o 4a
b
T 2
& Aa ,
k=——, com A =b—4ac
4a

Teorema 3. Seja f uma fungdo quadrdtica da forma f (z) = ax® + bx + c.
e Sea >0, entao o grifico de f tem a concavidade voltada para cima.

e Sea <0, entao o grifico de f tem a concavidade voltada para baizo.

Demonstragdo. Seja g a fungao definida por g (x) = ax?. Como f é uma translacio de g, entdo, basta mostrar
que, se a > 0, entao o grafico de g tem a concavidade voltada para cima, e se a < 0, entao o grafico de g tem a
concavidade voltada para baixo.

Considere os niimeros r, s,t € R tais que r < s < t. Para mostrar que g tem a concavidade voltada para cima,
gt —g(s) _ g(s) —g(r) gt —g(s) _g()=g() _

devemos mostrar que , ou seja, devemos mostrar que

t—s s—r t—s s—r
t)—g(s s)—gl(r
E para mostrar que g tem a concavidade voltada para baixo, devemos mostrar que 9l i 9(5) < 9(s)=9(r) ,
—s s—r

gt)—g(s) g(s)—g(r)

ou seja, devemos mostrar que r < 0.
-5 s—r
t — —
Assim, desenvolvendo 9( i 9(5) 9 () — 9 (T), temos:
—s s—r
g@t)—g(s) g(s)—g(r)  at*—as® as®—ar?
t—s s—r N t—s S—r
22 2,2
= a J—
t—s s—r
. (t=s)t+s) (s—r)(s+r)
N t—s s—r
= a(t+s—s—r)
= a(t—r)
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Entao, se a > 0, temos que a (t — 1) > 0, ou seja, g tem a concavidade voltada para cima, e se a < 0, temos que
a(t—r) <0, ou seja, g tem a concavidade voltada para baixo.

O

Teorema 4. Seja f uma func¢io quadrdtica da forma f (r) = ax?® + bz + c.

—b+ VA
e Se A >0, entdo f tem dois zeros reais: x = -
a

b

e Se A=0, entao f tem um zero real: T = g
a

o Se A <O, entdo f nao tem zeros reais.

Demonstragao. Resolvendo a equagao f () = 0, temos:
f(x)=0 & ar?+br+c=0

s alz—h)P+k=0

& (z—h)?®=

o (sabY -2
" 4a2

2a
b\ 2
Se A < 0, entao <x + 2) =12 é impossivel, ou seja, f nao tem zeros reais.
a a

SeAzO,entéox+2—:O<:)x:——.
a
Se A > 0, entao:

A S S R -
2q¢) = 4a2? 20V 4a?
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